DESCRIPTION CONJECTURALE DES CONFIGURATIONS CENTRALES
DANS LE PROBLEME PLANAIRE DES 4 CORPS

JEAN-CHRISTOPHE YOCCOZ

1. CONFIGURATIONS CENTRALES

1.1. Définitions et notations. Soient v un entier > 1, n un entier > 2, myq, ..., m, des
masses ponctuelles (avec »  m; = 1), des positions respectives 71, ..., 7, dans R”. On
pose r = (r1,...,7,) € (R¥)™. On définit

Aij ={re R")" r; =r;}

A=A

i<j
rig = ri =il Rij =13
U(r) = Zmimjri_jl, re (R")"—A
i<j
1 2
I(r) = B Zmimjrij
1<J

On note O le groupe O(R¥), O™ le sous-groupe SO(RY), A le groupe affine de R”,
H le groupe des homothéties centrées en 0, T le groupe des translations, G (resp. GT) le
groupe engendré par O (resp. OT) et H. Ces groupes agissent sur (R”)".

Définition 1.1. Une configuration est un point de (R”)™ — A; une configuration r est
centrée si Yy m;r; = 0; une configuration conforme est une orbite pour I’action de G sur
I’espace des configurations centrées. Une configuration affine est une orbite de 1’action de
A dans ’espace des configurations.

Définition 1.2. Une configuration r est centrale s’il existe A € R tel qu’on ait, pour
1<i<n,
Amyr; = —gradU (r) = Zmimj Tlrg i
i i

1.2. . Toute configuration centrale est centrée. Si r est centrale et g € GG, gr est centrale.

Les conditions suivantes sur la configuration centrée r sont équivalentes.

(i) r est centrale

(ii) r est point critique de UI'/2

(iii) r est point critique de la restriction de U (resp. I) a I’hypersurface I(s) = I(r)

(resp. U(s) = U(r))
(iv) il existe h € H tel que hr soit point critique de F' = U + [
Le principal probleme ouvert est le suivant :

0. Le manuscrit original a été converti en ‘tex’ par Alain Albouy, Alain Chenciner et Carlos Matheus. A
quelques corrections mineures pres, cet article reste fidele au texte original.
Date: 21 avril 1986 (date d’un exposé de Yoccoz a ce sujet, selon les notes de Chenciner).
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Conjecture 1. Pour toutes valeurs des masses, il n’y a qu’un nombre fini de configurations
conformes centrales.

Définition 1.3. Une configuration r est génératrice si r1, ..., r, engendrent R comme
espace affine. On aalors n > v + 1.

Lemme 1.4 (trivial). Les configurations centrales contenues dans RY ™" sont les configu-
rations centrales de R~

On pourra donc se limiter a 1’étude des configurations génératrices, en supposant en
particulierquonal < v <n—1.
Les seuls cas completement élucidés, qui sont tres élémentaires, sontv = lety = n—1.

1.3. Configurations collinéaires (Euler-Moulton) : le cas v = 1. L’espace des configu-
rations posséde n! composantes connexes ; supposons par exemple qu’on ait 1y < -+ <
r,. On a alors

Tij + Tk = Tik sii < j <k;
réciproquement la donnée de w
une unique configuration centrée.

nombres x;; soumis aux relations ci-dessus détermine
s n(n—1) .

Dans l'octant U = {& = (24j)i<i<j<n, &i; > 0} de R~ =z, la fonction F'(z) =
> mymy( %xfj + x;l) est strictement convexe et propre. Sa restriction au sous-espace li-
i<j
néaire déterminé par les relations ci-dessus a les mémes propriétés, en particulier un unique
point critique qui est un minimum non dégénéré.

En conclusion, chaque composante connexe de 1’espace des configurations contient
exactement une configuration conforme centrale .

1.4. Le cas v = n — 1 (Lagrange). Sir = (rqy,...,7,) est génératrice et point critique
de F(r) =3, mimj(%rfj + ri_jl), on doit avoir 7;; = 1 pourtous 1 < ¢ < j < n car
i<j

les r;; sont des variables indépendantes au voisinage de r. On obtient donc deux (a cause
de I’orientation) configurations conformes centrales ol les masses sont aux sommets d’un
simplexe régulier.

1.5. Configurations affines. On suppose qu'ona 1l < v < n — 1. Notons C I’ouvert de
(R¥)™ formé des configurations génératrices, @ I’espace des formes quadratiques sur R”,
Q™ I'ouvert des formes quadratiques définies positives.

Soit € C; on pose

S={A=.A) €RT DA =0},
u 2= R, u(N) = Z/\i”’

Jr = Ker u,,

n(n—1)
qr : Q Rz, QT(T) = (T(Tz - Tj))1<i<j<n;
Lr = Im qr

Comme r est génératrice, u,. est surjective et ¢, est injective. De plus, pour r, 7’ € C,
ona J, = J, sietseulement si r et v’ appartiennent a la méme orbite de I’action de A.

1. Preuve nouvelle du théoreme de Moulton, plus achevée que celle de Saari (D.G. Saari, On the role and the
properties of n body central configurations, Celestial Mechanics, 21 (1980), p. 9-20), plus simple que celle de
Smale (qui remercie Shub) et a fortiori que celle de Moulton (références citées par Saari).
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Le quotient C/A s’identifie donc (via ’application » — J,.) a un ouvert dense de la
grassmannienne G"~1_ De méme L, ne dépend que de I’orbite de I’action de A.

n—1—-v*
n—1
n_1_, dont

Considérons le fibré E — G},

la fibre en la classe 7 est L,.. Notons E* I’ouvert de F qui est égala (U x G~} )N FE
(cf. 1.3), et ETT I'ouvert de E qui coupe la fibre en la classe de r suivant ¢,.(Q™).
Ona ET* C E*. L’espace des configurations conformes s’identifie 2 deux copies de

E*+ (orientation). La fonction

Z mgmy( ;x” + x71/2)

1<J
est strictement convexe et propre sur U, donc sa restriction a L, N U (pour tout € €) a
les mémes propriétés, en particulier posseéde un unique point critique qui est un minimum
non dégénéré %,

On a vu que C/A s’identifie 2 un ouvert dense V de G7~7_, plus précisément au
complémentaire dans G7'~1_, de w sous-variétés de codimension v (correspondant
ar; = r; la fonction sur 'V qui associe a  le minimum de F' dans L, N U est analytique
réelle et il s’agit de déterminer ses points critiques.

Remarque 1.5. L’avantage de cette “réduction affine” est qu’elle permet de passer de
I’espace des conﬁgurations conformes (de dimension (n — 1)v — @ — 1) a la grass-
mannienne G "7, (de dimension v(n — 1 — v)) donc de limiter la complexité (du point
de vue de la théorie des singularités) des points critiques rencontrés. Le gros inconvénient
de cette réduction est qu’elle n’est pas explicite : la fonction considérée sur la grassman-
nienne n’est plus donnée par une formule explicite. Il faut aussi vérifier que tous les points

critiques de F' dans E™ se trouvent dans E* T (ou déterminer s’ils le sont ...)

1.6. Exemple : le casn = 4, v = 2. D’apres 1.3, 1.4, c’est le premier cas non-trivial.

L’espace des configurations conformes s’identifie 8 CP? privé de 6 droites (en identi-
fiant R2 3 C, G s’identifie &3 C*, et on a > myr; = 0; les six droites correspondent aux
A”)

La réduction affine permet de se ramener 2 RP?(= G3) privé de 6 points, et plus préci-
sément a I’espace projectif P(X) privé de 6 points (ot ¥ = {A = (A1, A2, A3, \g), DA =
0}).

Les droites A; = 0 dans IP(X) définissent une décomposition cellulaire dont I’interpré-
tation géométrique est facile, par exemple :

P(X) (on identifie les points antipodaux du cercle extérieur)

(MDA >0, >0,A3>0,X<0:1a
masse my est a I'intérieur du triangle formé par

/ 0 \ / \ les trois autres (cas triangulaire)
9] \
t\ % \
A
'S 7’:.) i
\ i —O /
\ 1 @ /’/

1

2. Résultat nouveau et resté essentiellement inédit. Il est repris dans I’habilitation d’Albouy qui en a eu
connaissance via les notes de Chenciner, ou la présentation est un peu différente, puis des discussions avec
Yoccoz.
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(3) A2 > 0,3 > 0, A1 <0, Ay < 0: le quadrilatere formé par les masses est convexe,
les \; de méme signe correspondant a des sommets opposés (cas convexe)

2. DESCRIPTION CONJECTURALE DES CONFIGURATIONS CENTRALES (n = 4,v = 2)

2.1. Lemme. Une configuration centrale (génératrice) n’est jamais alignée.

Démonstration. Un mouvement transverse au segment mems de la masse m; (¢ = 2, 3,4)
fait varier au premier ordre la distance r;; sans affecter (au premier ordre) les autres dis-
tances. Si 7 est point critique de

1
F(r)= Zmimi(§r?j + r;jl),
i<j

on adonc ri2 = r13 = r14 = 1, une impossibilité. O
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2.2. Equation du lieu des configurations centrales (lorsque les masses varient) (cf.
Moeckel ®). Une configuration génératrice qui est point critique de F vérifie

(1 =rp)(1=rsd) = (1 =) (1L —ryg’) = (1= ri)(1 = r35)
(C’est un calcul facile)

L’espace des configurations conformes non alignées est constitué par 8 composantes
connexes triangulaires (choix de la masse au centre + orientation du triangle) et 6 compo-
santes connexes convexes (ordre des masses rencontrées a partir de m; ). Par le lemme de
2.1, 1l suffit d’étudier 1 composante connexe triangulaire et 1 composante connexe convexe
(les points critiques de F' ne pouvant changer de composante connexe lorsque les masses

varient). On étudiera par exemple
Y
X j e
2

Dans le cas (A), une configuration centrale point critique de F' vérifie ry2, 713,723 > 1
et ri4, 724,734 < 1. Dans le cas (B), on a r15, 723,734,741 < 1 €t 13,794 > 1.

Z 5

2.3. Quelques situations particulieres.

2.3.1. Situation équilatérale (cf. Palmore®). On suppose qu'onam; = mg = mg = m <
1/3, my = p = 1 — 3m; la configuration olt my,mgy, m3 sont au sommet d’un triangle
équilatéral, et my4 a son centre, est centrale (pour des raisons de symétrie), et point critique
de F' pour un bon choix du coté du triangle : si a est ce coté, on a

F(r) = 3m*a '+ 1a2) + ?ﬂn,u[(i)_1 + laz}
2 V3 23
= 3m {al(m+ V3u) + %aQ(m + % )}
d’ou
a® = m V3 (onabien1 < a < V/3)
m+ /3
En plagant ’origine en my4, on a i r; = 0 = r4. Pour étudier les configurations
voisines, choisissons pour “coordonnézl” de déformation affine les réels x1, xo, x3 tels
que f:lxm =ryety xz; = 0, tout en continuant & imposer 23:17‘1- =0.

En minimisant F’ dans chaque fibre de £, on obtient une fonction ®(z1, x5, x3) qui
prend la forme (pour raisons de symétrie)

D(x1, 29,23) = b(mM) Z r3,

3. R. Moeckel, Relative equilibria of the four-body problem, Ergodic Theory and Dynamical Systems, 5
(1985), p. 417-435

4. J. 1. Palmore, Classifying relative equilibria. II, Bulletin of the American Mathematical Society, 81 (1975),
p- 489-491
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et on peut vérifier (par un calcul assez long!) que b a un seul zéro, simple, dans [0, 1/3].
Lorsque m prend cette valeur, la configuration centrale correspondante est point critique
dégénéré de F'.

2.3.2. Premier cas dégénéré : m; — 1. On suppose la masse m; infiniment plus lourde
que les autres .

On aura alors 119 = 713 = 714 = 1, si r est un point critique de F'.

on pose p = mymz ',y = mamy*

(B) Dans le cas convexe, on doit avoir 0 < 0 <
/3,0 < 0 < 7/3,0+0 > m/3 (car rog > 1,
ro3, T34 < 1), et la fonction F' dégénere en :

F=pf(0/2)+ 1 f(0'/2) +uu’f(0+9

avec

),

f(z) = 2sin®z + (2sinz) "~ *,

(8sin®x — 1) cosz

f’(x) B 2sin? x

Pour une configuration critique, il existe donc ¢ > 0 tel qu’on ait :

-1 / -1 ms3

1 ef'(0/2) = magmy m2m4m2
—1 10! -1 ms3
0] ef'(0'/2) = mams ; 4m4

9"‘9/ 2 -1 —1 ms3
) =mamy my - = ms3

Nn—1 /
(up) ™" = ef (—; —

Orona f'(8/2) = 0 pour 8 = 7 /3, f/(8'/2) = 0 pour & = /3 et f’(”Tol) = 0 pour
0+6¢ =x/3.

Les formules ci-dessus expriment qu’a une configuration du type envisagé correspond
exactement un choix de masses (relatives) de mo, ms, my de fagcon que cette configuration
soit centrale. Cette correspondance envoie le bord du triangle des configurations (i.e. § =
7/3,0 = x/3,0 + 6 = 7w/3) sur le bord du triangle des masses (mo = 0, my = 0,
ms = 0) et on vérifie sans peine qu’elle n’a pas de points critiques (il faut vérifier qu’on
ne peut pas avoir ff—,,,(:r) + Jf—,l,(x') = ff—,/,(x +2')pour 0 < z,2' < 7w/6,x +x' > /6, ce
qui se fait sans mal avec une calculette).

En conclusion il existe dans ce cas 1 seule configuration convexe.

(A) dans le cas triangulaire 6, les conditions sont

T/3<0+60 <7m0<0,0 <2r/3
ou encore (en posant ¢y = 0/2,6, = 60'/2,03 = 7r—0+To,):

01 +0:+05=m,7w/6 <0, <7/2

qui définit un hexagone. On a de nouveau une application
analytique qui envoie 1’hexagone

5. Les résultats de ce paragraphe sont attribués a G.R. Hall, Central Configurations in the Planar 1 + n body
problem, un préprint non daté, mais vraisemblablement de 1986 ou 1987, qui a été bien diffusé.

6. N.B.: dans la figure a droite, Yoccoz a échangé les roles des masses 1m1 et my4 par rapport aux conventions
dans la sous-section 2.2 !
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admissible sur le triangle des masses, et le bord
sur le bord (avec degré 2), mais cette fois ci 1’ap-
plication a une courbe lisse de points critiques, qui
sont de type pli sauf trois d’entre eux qui sont des
cusps. (A vrai dire je ne I’ai que partiellement vé-
rifié par calculette). Le diagramme suivant montre
points et valeurs critiques, ainsi que le nombre d’an-
técédents :

Dans I’espace des configurations affines (i.e. (X)) on a soit deux selles critiques, soit
3 selles et un maximum (soit, sur I’'image du lieu critique, des singularités non de Morse).

2.3.3. . Lorsque m1, mo sont beaucoup plus grands que mg, m4 on peut traiter complete-
ment la situation par le calcul. On obtient :
— pour chaque cellule convexe de configurations affines, une configuration centrale
qui est un minimum non dégénéré
— pour chaque cellule triangulaire, deux selles non dégénérées
Les singularités sont toujours de Morse dans ce cas; il n’y a pas de bifurcations.

2.3.4. . Lorsque m1, mg, ms sont beaucoup plus grands que my4, ces masses occupent une
des configurations centrales a 3 corps collinéaire (Euler) (et la quatriéme masse ne peut étre
sur cette droite) ou équilatérale (Lagrange). On retrouve le méme type de discussion qu’en
2.3.2, sans bifurcations dans le cas convexe (il y a toujours exactement un point critique,
minimum non dégénéré dans chaque cellule), et une ligne de plis avec 3 cusps dans le cas
triangulaire, lorsque la masse my se trouve a l'intérieur du triangle équilatéral formé par
les trois autres masses.

2.4. Description conjecturale des configuration centrales et de leurs bifurcations.

2.4.1. Le cas convexe.

Conjecture 2. 1l y a toujours exactement 1 configuration centrale par cellule convexe, qui
est minimum non dégénéré de F' dans P(X).

2.4.2. Le cas triangulaire. Considérons la situation (A).
Nous commengons par changer légeérement I’intitulé des parametres masses en posant :

m; .
= my, Mi:ﬂpourlgzgi’)

et travaillons dans le prisme compact {0 < p < 1, p; > 0, p; = 1}
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Conjecture 3. En considérant F' comme une famille a 3 parametres d’applications ana-
Iytiques définies dans la cellule (A) de configurations triangulaires affines (donc comme
famille a trois parametres de fonctions de deux variables), I est un déploiement universel
de 'ombilic elliptique qui prend place pour la valeur 1 = po = pug = m, o m est la
valeur critique considérée en 2.3.1.

En dehors d’une hypersurface analytique singuliére V., il y a soit 4 configurations cen-
trales (3 selles et 1 maximum, ou 3 selles et un minimum) soit 2 configurations centrales
(2 selles)’.

2.5. Remarques pour conclure.

2.5.1. . Suivant le modele proposé, il y aurait (en incluant de nouveau les configurations
collinéaires) entre 34 et 50 configurations conformes centrales pour 4 corps dans le plan.

Il y a en particulier (ceci est vérifiable) 34 configurations lorsque deux des masses sont
beaucoup plus lourdes que les deux autres :

— 12 configurations collinéaires

— 6 convexes

— 16 triangulaires

Il y aurait, lorsque les 4 masses sont égales, 50 conf. centrales :

7. Lapremiere partie de cet énoncé est inédite a ce jour (2017). Sim6 et Yoccoz ont comparé leurs descriptions
et conclu qu’elles étaient compatibles. Voir C. Simd, Relative equilibrium solutions in the four body problem,
Celestial Mechanics, 18 (1978), p. 165-184.
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— 12 collinéaires

— 6 convexes

— 32 triangulaires

Lorsque trois masses sont égales, et d’un ordre de grandeur différent de la quatrieme,

on aurait 38 conf. centrales :

— 12 collinéaires

— 6 convexes

— 20 triangulaires

2.5.2. . Le modele proposé est, il me semble, le plus simple qui prenne en compte les
symétries du probleme et les résultats partiels connus. Si ce modele est conforme a la
réalité, il doit étre possible de le démontrer a I’aide d’un ordinateur (mais cela demande
visiblement des compétences informatiques que je n’ai pas), en effet, le modele représente
une bifurcation générique de singularité (I’ombilic elliptique) et il est stable par petites
perturbations (prescrivant les symétries); il n’y a donc a vérifier que des conditions de
transversalité dans des espaces de jets, et ceci seulement en un ensemble discret de points,
car on dispose d’un bon contrle des dérivées de n’importe quel ordre des familles de
fonctions considérées. Mais je dois reconnaitre que ceci est plus facile a dire théoriquement
qu’a exécuter pratiquement !



