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80. Notations.

Le plan R? est muni de son orientation usuelle.

On écrit respectivement X et X pour 'adhérence et la frontiere d'une partie X de R? ; on
note mo(X) l'ensemble des composantes connexes de X.

Une courbe de Jordan est une partie C' de R? homéomorphe au cercle
S'={(z.y) eR?* | 2® +y* =1} ;

un domaine de Jordan est la composante connexe bornée du complémentaire d’'une courbe de
Jordan. Toutes les courbes de Jordan seront orientées positivement et pour deux points distincts
x et y de C, nous noterons (z,y)c 'arc ouvert issu de z et aboutissant en y.

Pour tout ensemble E, on note Z(E) le Z-module libre engendré par E.
A tout morphisme h : H — H de rang fini défini sur un Z-module libre H est associé

canoniquement un élément hde H* ® H ,ou H* est le dual de H. En utilisant ’évaluation

e:H"®QH —-Z, \®@x— \z) ,

o~

on définit la trace de h en posant Tr(h) = e(h).
81. Rappels, énoncé des résultats.

Rappels sur les domaines de Jordan.

Un résultat de Kérékjarto nous dit que toute composante connexe de l'intersection de deux
domaines de Jordan est un domaine de Jordan (voir [LY]). Le résultat est plus précis. Soient U
et U’ deux domaines de Jordan tels qu’'aucune des relations U Cc U’', U’ C U et UNU’ = ) ne
soit vérifiée, et V une composante connexe de U N U’. Alors on a les propriétés suivantes, ou
C=0U,C"=09U" et C" =0V :

- les composantes connexes de C"—C' déterminent une famille ((z;, 9;)c);c; au plus dénombrable
d’arcs de C’, ol x; et y; sont des points distincts de C N C' N C” ;

- onam(C—C") ={(zi,yi)c , i €1}

- chaque ensemble (z;, y;)c U (x;, yi)or U{x;, y; } est une courbe de Jordan bordant un domaine
de Jordan O; ;

- onam(U—-V)={0; , i€l};



- on peut construire une application continue ¢ : C U C"” — C”, égale a l'identité sur C” et
induisant un homéomorphisme préservant l'orientation entre C' et C” qui envoie chaque arc

(@i, yi)c sur (x4, yi)cr-

Remarquons également que si U et U’ sont deux domaines de Jordan tels que U'N(R2—U) #
(), alors toute composante connexe de U N (R? — U’) est un domaine de Jordan. Il suffit en effet
d’appliquer le résultat de Kérékjarto au plan (R? U {25}) — {2}, oll zeo est le point & l'infini et
z un point de U’ N (R? - T).

Rappels sur ’indice de Lefschetz.

Soit f : M — M une application continue définie sur une variété M. Pour toute partie
ouverte U telle que Z = Fix(f) N U est compact, on peut définir I'indice de Lefschetz i(f,U)
(voir [?]). On sait alors que i(f,0) = 0 et, dans le cas ou f est un homéomorphisme, que I'on a

i(f,U) = (=D)%i(f f(U) = (-D%i(f1,0),

ou d est la dimension de M. Si U’ est une autre partie ouverte telle que Fix(f) N U’ = Z, alors
on a

i(f,U) =i(f,U).
En posant

i(f,2) = i(f,0),

on peut donc définir I'indice de Lefschetz i(f, Z) d’une partie compacte ouverte de Fix(f). Si Z
se réduit & un point fixe isolé z de f, c’est I'indice de Lefschetz i(f, z) de ce point.

Si Up et Uz sont deux parties ouvertes disjointes telles que Z; = Fix(f) N Uy et Zy =
Fix(f) N Uz sont compactes, on a

i(f, U UU2) =i(f, Ur) +i(f, Ua).
Pour deux parties compactes ouvertes disjointes Z; et Z de Fix(f), on a donc
i(f, Z1U Za) =i(f, Z1) +i(f, Z2) ;
en particulier, si Z est fini, on a
z2€Z

Si U est une partie ouverte et si Fix(f) N U est compact, alors ’ensemble Fix(f) NV est
compact pour chaque composante connexe V de U, vide sauf pour un nombre fini d’entre-elles,

et on a :
ifLU)= > if.V).

VGWQ(U)

Dans le cas ot M = R? et ott U est un domaine de Jordan tel que QU NFix(f) = ), Pensemble
Fix(f) NU est compact et I'indice i(f,U) est égal au degré de 'application

p oSt — st




ol y est un paramétrage direct de QU par S*.

Rappels sur les ensembles isolants.
Soit f : M — M un homéomorphisme défini sur une variété M. Un ensemble compact

invariant K qui s’écrit

K= )"0,

keZ

ou U est un voisinage ouvert relativement compact de K, est un ensemble compact invariant
localement mazimal. La partie U est alors un wvoisinage isolant de K ou encore un ensemble
isolant. Les propriétés suivantes sont évidentes :

- toute réunion de composantes connexes d’un ensemble isolant est un ensemble isolant ;
- Tlintersection d’une famille finie d’ensembles isolants est un ensemble isolant ;

I'image par f*, k € Z, d’un voisinage isolant de K est un voisinage isolant de K ;

- si U est un voisinage isolant de K, alors ﬂ f*i(U) est un voisinage isolant, pour f*, de
0<i<k
K.

On va introduire une notion plus précise. On dira que U C R? est un ensemble fortement
1solant si U est ouvert, relativement compact, et s’il existe un entier n > 0 tel que :

i) si{z, f(x),..., ")} est un segment d’orbite maximal dans OU, alors I'un au moins des
deux points f~(z) et f*+1(x) n’appartient pas a U ;

ii) si {z, f(x),...,f"(x)} est un segment d’orbite dans AU, alors les deux points f~1(z) et
7 (x) n’appartiennent pas & U.

Le plus petit entier n > 0 vérifiant ces conditions sera appelé [’ordre de U.

Les propriétés suivantes sont évidentes :
- un ensemble fortement isolant est isolant ;

- toute réunion de composantes connexes d’un ensemble isolant d’ordre < n est un ensemble
isolant d’ordre <n ;

- un ensemble fortement isolant d’ordre 0 est une partie ouverte relativement compacte telle
que
unfU)=0;

- un ensemble fortement isolant d’ordre < 1 est une partie ouverte relativement compacte telle
que
A O)NTNFO) CU.

On peut montrer que tout ensemble compact invariant localement maximal admet un voisi-

nage isolant U tel que
fHU)NTNfO) U,

c’est-a-dire un voisinage fortement isolant d’ordre 1 (voir [?], [?]). Nous allons donner un résultat
un peu plus précis dans le cas des domaines de Jordan.



PROPOSITION 1.1. Soit f un homéomorphisme de R? et U un domaine de Jordan qui est un
ensemble isolant. Il existe alors V C U tel que

i) la partie V est une réunion finie de domaines de Jordan dont les adhérences sont disjointes
deuzr a deux ;

ii) la partie V' est un ensemble fortement isolant d’ordre <1 ;
iii) on a

N v)y=Nr*

keZ keZ

Démonstration. Soit U un domaine de Jordan isolant. Soit kg > 1 tel que

N

[k|<ko

Grace au théoreme de Schoenflies, on peut se ramener au cas ou U = Dy, ou 'on note D, le
disque ouvert de centre 0 et de rayon r. Soit ro < 1 tel que

() f7"(D1) C Dy,
|k|<ko

Choisissons 71, ..., rg, avec
To<T1<...<TR <1

et considérons

W= (] f nk

[k <ko

N W)= r*mo) .

keZ keZ

On a

et les composantes connexes de W sont des domaines de Jordan.
Si z, f(x), f~1(x) appartiennent & W, on a
- pour 0 < k < ko, f¥(z) = f*"1(f(z)) € D,,_, C D,,,
- pour 0 >k > —ko, f¥(x) = fF*(f 1 (z)) € D, €Dy,
- d’apres le choix de rg, W C Dy, donc = € D,,,
et on conclut que x € W. Ainsi W est un ensemble fortement isolant d’ordre < 1.
Il existe une famille finie (W;);c; de composantes connexes de W telle que
N 7Oy =Nr"wcywm.
ke€Z keZ icl

Pour tout i € I, on a
OW; COW C fYR?* -W)U f(R*-W).

En rétrécissant un peu chaque W;, on obtient pour tout ¢ € I un domaine de Jordan V; vérifiant
V; C W;, tel que
oV; C fTHRE-W)U f(R? = W),



et on peut supposer de plus que

N D) cUv

k€EZ i€l

L’ensemble V' = |J<; Vi est un ensemble fortement isolant d’ordre < 1 puisque

V= ovic f{R*-=W)U f(R* - W)

il
C IR -V)UF(R? V),
il vérifie également les assertions i) et iii) de la proposition 1.1. O
Considérons un ensemble fortement isolant d’ordre < 1 qui s’écrit U = U;<;<, Ui, ou

(Uz’)1§z‘gp est une famille de domaines de Jordan d’adhérences deux a deux disjointes, et sup-
posons que ’ensemble
K= ()"0
keZ

rencontre chaque composante U;. Notons A ’ensemble des composantes U; dont l'image est
contenue dans U et U; = ¢(U;) la composante connexe de U contenant f(U;). Si U; appartient
a A, alors on a f(0U;) C U et donc f~1(0U;)NU = 0 puisque U est d’ordre < 1. Le domaine de
Jordan U; rencontrant K, il en est de méme du domaine de Jordan f~1(U;). Celui-ci contient
donc une composante connexe de U, qui bien stir appartient & A. Chaque élément de A ayant au
moins un antécédent par ¢ dans A, on en déduit que ¢ est a valeurs dans A, plus précisément
que c’est une permutation de A que I'on peut décomposer en cycles. On appelera cycle attractif
tout ensemble |, <<, U;, vérifiant f(U;) C U;,,, pour I € {1,...,m — 1} et f(U;,,) C Uy,
Un domaine U; est contenu dans un cycle attractif si et seulement si U; € A, c’est-a-dire si
et seulement si f~1(0U;) N U = . On définit de facon similaire la notion de cycle répulsif en
remplacant f par f~!'. On vient de démontrer le résultat de décomposition suivant :

PROPOSITION 1.2. Soit f un homéomorphisme de R? et U un ensemble fortement isolant
d’ordre < 1 qui s’écrit U = Ulgigp Ui, ot (Us)i<i<p est une famille finie de domaines de Jordan
d’adhérences deux d deux disjointes, tel que l’ensemble

K=)f"0)

kEZ

rencontre chaque composante U;. Il existe alors une partition
U = |_| U’ |_| Uj|_|U5+1
1<j<r  r+1<5<s

en réunion de composantes connexes de U, telle que :
i) chaque U7, 1 < j <r, est un cycle attractif ;
ii) chaque U7, r +1<j <s, est un cycle répulsif ;
iii) ona f(U)NUI sij#j ;
iv) siU; et Uy sont des composantes connexes de USTY, aucune des inclusions f(U;) C Uy ou

U; C f(Uy) nest vérifiée.

Enoncé du probléeme.



Si U est un ensemble isolant de f : M — M et si K est I’ensemble invariant maximal contenu
dans U, on peut définir I'indice i(f,U) et on a

i(f,U) =14 (f,Fix(f)NnK).

Plus généralement, pour tout k& > 0, on peut définir I'indice

z’(fk, N f‘i(U)> :i(fk,Fix(f"“)ﬂK).

0<i<k

On va s’intéresser a la suite ainsi définie dans le cas ou U est un domaine de Jordan. D’apres la
proposition 1.1, il suffit de s’intéresser au cas ou U est un ensemble fortement isolant d’ordre < 1
qui s’écrit U = Uy <<, Ui, la famille (Ui)1<i<p étant formée de domaines de Jordan d’adhérences
deux a deux disjointes et rencontrant K. Si on décompose U suivant la proposition 1.2, on sait,
grace a l'assertion iii), que 'on a

s+1
i(fk, N f_i(U)) =) i (fk, A f_i(Uj)) :

0<i<k J=1 0<i<k

La suite des indices

0<i<k

i (f’“, N f‘%Uﬂ'))
est facile & calculer si U7 est un cycle attractif ou répulsif. On a
I i 0 sikéeqZ ,
il o) ={0
o<ick q sikeqZ

ou ¢ est le nombre de composantes connexes du cycle. L’étude la plus intéressante est celle de
la suite des indices

ek > 1
il f5 o et
0<i<k
Nous allons nous intéresser a la suite des indices
. k —i
il s U
0<i<k

quand U est un ensemble fortement isolant d’ordre 1 qui s’écrit U = U;<,<, Ui, la famille
(Ui)1<i<p étant formée de domaines de Jordan d’adhérences deux a deux disjointes tels que :

- aucune des inclusions f(U;) C Uy ou U; C f(Uy) n'est vérifiée ;
- Pensemble f~1(U) rencontre chaque Uj.
On construira a partir d'une famille de graphes (I';,(%)),,>, réunion de p arbres disjoints, une

famille de Z-modules libres (H,())n,>0 et une famille de morphismes hy,(f) : Hy(x) — Hy(%)
de rang fini, tels que pour tout k € Z et pour tout n > 0 on ait :

(f’“ N f—’(U)) = —Tr (hn(£)")

0<i<k

6



On verra que pour tout n > 1 et pour toute composante connexe V de ﬂ f*i(U)7 la
0<i<n

famille (hn,(f)) permet également de calculer la suite des indices

m>n

il 5N o,

0<i<k

et que cette suite vérifie la propriété de périodicité suivante dans la cas ou f préserve l'orientation :

THEOREME 1.1. I existe q,r > 1 tels que, pour tout k > 1, on a

il o) ={i_, i

0<ick 1—rq stkeqZ .

On en déduit alors le résultat suivant :

COROLLAIRE 1.1.  Soit f un homéomorphisme préservant l’orientation, et U un domaine de
Jordan isolant tel que les seules orbites périodiques contenues dans U se réduisent a un point
fize z. Trois cas sont possibles :

i) il existe un domaine de Jordan V. C U contenant z tel que f(V) C V, la suite (i(f*,2))k>1
est alors égale a 1 ;

ii) il eziste un domaine de Jordan' V- C U contenant z tel que f~Y(V') C V, la suite (i(f*, 2))i>1
est alors égale a 1 ;

iii) il existe q,r > 1 tels que, pour tout k > 1, on a

1 sikd&ql ,

.ok B
ilf ’Z)_{l—rq sikeqd .

Démonstration. D’apres la proposition 1.1. on peut supposer que U est un ensemble fortement
isolant d’ordre < 1 qui s’écrit U = Ulgz’gp Ui, la famille (U;)1<i<p étant formée de domaines de
Jordan d’adhérences deux a deux disjointes et rencontrant K. On décompose alors U suivant la
proposition 1.2.

S’il existe un cycle attractif ou répulsif, ce cycle contient z et se réduit & une composante
connexe, on est dans 'un des deux premiers cas. Sinon, on peut appliquer le théoreme 1.1, le
point z est contenu dans une composante connexe V de f~1(U) N U et on a

i 5N V)| =t )

0<i<k

pour tout k > 1. O

On verra dans un exemple que le résultat de périodicité n’est pas vrai pour n = 0, c’est-a-dire
pour V = U. On verra que la connaissance de I'application f~!' sur OU permet de construire
les arbres T'g(*), I'1(*) ; les modules Hy(x), Hi(x) ; ainsi que les morphismes ho(f) et hi(f) ;
et qu’elle permet également de minorer Ientropie topologique de f|g. On s’intéressera d’abord



au cas ou U est connexe, le cas ou U a plusieurs composantes ne contient pas de difficultés
supplémentaires et sera étudié tout a la fin.

§2. Décomposition de Uj.

On se donne un domaine de Jordan Uy vérifiant les propriétés suivantes :
i) aucune des inclusions f(Uy) C Uy ou Uy C f(Up) n’est vérifiée ;
ii) lintersection f~(Uy) N Uy est non vide ;

iii) on a

F Y Uo)NTo N f(TUy) C Up.

On note Cy la frontiere de Uy et on pose Cj, = f~%(Cy) pour tout k € Z.

Pour tout n > 0, on définit

n

Un = m f_Z(UO)

i=0
De la propriété iii), on déduit que 'on a
UoC () fT)c () £ (),
0<i<n 0<i<n

et
oU, Cc CyuC,,

en particulier toute composante connexe de U,, est une composante connexe de Uy N f~"(Up).

Les ensembles
S~o = mo(Uo)

et
So = 7'['0(R2 —U))

ont chacun un élément qu’on notera respectivement * et co. Pour tout n > 1, on définira
S>n = 71'O(Uvn)

et
Sp = WQ(Un_l N f_n(R2 — Uo))

D’apres les rappels du paragraphe 1, on sait que les ensembles S, sont formés de domaines
de Jordan ; il en est de méme des ensembles S, puisque I'on a f~"(Uy) ¢ f~" 1 (Up) et donc
F7™(Up) ¢ Up—1. De plus, on sait que Ss; est non vide.

On définit ensuite

Ao = mo(f(Uo) N Co),

et pour tout n > 1,
Ay =mo(Up—1 NCy).

La propriété i) nous dit que les ensembles Ay et A; sont non vides et formés d’arcs ouverts
respectivement de C et de C7 dont les extrémités sont contenues respectivement dans C'_1 N CY
et dans CyNC1. De méme, sin > 1, la courbe C), n’est pas contenue dans U,,_1 puisqu’elle n’est



déja pas contenue dans f~"F1(Uy) : I'ensemble A, est donc également formé d’arcs ouverts
de C), (mais peut étre vide). Chaque arc a € A,, est contenu dans un élément s de Ss,_1 et
sépare ce domaine de Jordan en deux parties. Les extrémités de a appartiennent a 0U,_1, donc
soit a Cy soit a Cp,_1. Comme elles appartiennent a ﬂ f~4(Up), la deuxieme éventualité est

0<i<n
impossible : I'arc a sépare donc également le domaine de Jordan Uy.

On peut étre plus précis. Comme on a f(a) C Cy et f"~!(a) C Uy, on en déduit, d’apres
iii) que f™*1(a) est contenu dans R? — Uy. Par suite, il existe un voisinage ouvert connexe V/
de a tel que V — a a exactement deux composantes connexes dont 'une est contenue dans un
élément de S, qu’on note Aga et 'autre contenue dans un élément de S, 11 qu’on note Aja.

Pour m > n > 0, les inclusions canoniques induisent des applications
P>n i Sm = Ssny, Am = Ssny Som — Ssn .

Pour tout s € Ss,, on notera Sy, (s) (resp. Am(s), resp. Ssm(s)) 'ensemble des antécédents de
s dans chaque ensemble correspondant. On définira également ’application

Al =pspnoly 1A, = Ss,

et on notera A, (s) 'ensemble des antécédents de s € Ss,, par cette application. Remarquons
que pour a € A, m >n >0, on a les équivalences suivantes :

a € Ap(s) &= Aga € Sp(s) < Aja € Spy1(s) < Aja € Ssn(s) -
On notera également
Son(s) = {s}

si s € Ssn.
§3. Construction d’arbres.

Soient n > 0, s € Ss,, et m > n. On définit un graphe I';,(s) comme suit :

- l’ensemble des sommets Som(I'y,(s)) est la réunion disjointe de S (s) et des ensembles
Si(s), n<l<m;
l’ensemble des arétes Ar(T'),(s)) est la réunion disjointe des ensembles Ai(s), n <l <m ;

- les extrémités d’une aréte a € Aj(s),n <1 < m sont Aoa et Aqa, les extrémités de a € Ay (s)
sont Aga et Aqa.

Les extrémités d’'une aréte sont bien des sommets de I';,(s) d’apres les remarques faites a la
fin du dernier paragraphe.

PROPOSITION 3.1  Soient m >n >0 et s € Ssy,. Alors I'y,(s) est un arbre (non vide).

Démonstration. Nous allons montrer que I';,(s) est un graphe connexe et qu’il ne lest plus
lorsqu’on lui enleve 'une quelconque de ses arétes.

Les éléments de 'y, (s) définissent une partition de s. Pour chaque composante connexe I du
graphe I';,,(s), on note s(I") la réunion des sommets et des arétes de I'. C’est une partie ouverte,
car si une aréte a est contenue dans I, ses extrémités le sont aussi, ainsi ’ensemble AgaUaUAa
est contenu dans s(I') et contient, on ’a vu au paragraphe précédent un voisinage V' de a. Les



ouverts s(I'), I décrivant les composantes connexes de I'y,(s), définissent donc une partition de
s. Comme s est connexe, cette partition est triviale. On en déduit que I'y,(s) est connexe.

Soit a € A, (s). Cest un arc ouvert de C, contenu dans s et qui sépare ce domaine de
Jordan en deux composantes connexes puisque les extrémités de a (dans R?) sont dans Cy. Or,
si ' est un sous-graphe de T';,,(s) qui est connexe, la partie s(I') définie plus haut est connexe,
puisque la réunion d’'une aréte a’ € T" et de chacune de ses deux extrémités (dans I'y,(s)) est une
partie connexe du plan. On en déduit que I'y,(s) — {a} n’est pas connexe. |

§4. Définition de H,,(s) et de p,,(s).
Les applications Ag, A; et Ay définissent par linéarité des morphismes

AV Z(An) - Z(Sn)’
Ay Z(A) = Z(Sh+1),
Zl : Z(An) — Z(S>n)

On définit alors, pour n > 0, s € Ss,, et m > n, un morphisme
A Z(Ar(T).(s))) = Z(Som(Ty,(s)))

en posant

A(a) = Ai(a) — Ag(a)

pour toute aréte a € A;(s), n <l <m, et
A(a) = Aj(a) — Ap(a)
pour toute aréte a € A,,(s). On définit également un morphisme
n : Z(Som(Ty,(s))) = Z
en posant n(s’) = 1 pour tout sommet s’ de T',,(s).

LEMME 4.1 La suite

0 — Z(Ar(Tw(s) - ZSom(Tn(s) -5 Z — 0
est exacte.
Démonstration. Le graphe I';,(s) est un arbre. O

Soient n > 0, s € S5, et m > n. On note H,,(s) le noyau de I’application

Ay Z(Ap(s)) = Z(Ssm(s)).

De la partition

Am(s) = |_| A (s

s'€S>m(s)

on déduit la décomposition naturelle
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et la décomposition

s'€S>m(s)
Pour tout a € Hy,(s), 'élément Aja de Z(Sy,+1(s)) est dans le noyau de n : Z(Som(I'y,41(s))) —

Z. D’apres le lemme précédent, il existe un unique élément b de Z(Ar(T'),+1(s))) tel que Ab =
—Aja. En posant b = p;,,(s)(a), on définit ainsi un morphisme

puns) + Hu(s) = Z(Ar(T i (s))).

PROPOSITION 4.1  L’application pp,(s) est un morphisme de Hy,(s) dans Hy,41(s).

Démonstration. Grace a la décomposition écrite plus haut, il suffit de montrer que pour tout
s € Ssm(s) et pour tout a € Hp,(s'), Vélément b = p,,(s)(a) de Z(Ar(T),+1(s))) appartient
a Hpt1(s"). Comme —Aj(a) est dans le noyau de n : Z(Som(I'y,+1(s"))) — Z, en appliquant
le lemme 4.1 & T'y,41(8") on en déduit que b € Z(A,,11(s")). Comme Ab € Z(S,,+1(s")), on en
déduit que l'on a Agb = Aja et Ab=0. O

§5. L’action de f.

Soient n > 1 et v € S5, (resp. Sy, resp. A,) ; il existe un unique élément de S, 1 (resp.
Sp—1, resp. Ap—1) qui contient la partie connexe f(v). On notera cet élément fi(v). On définit
ainsi des applications

S>n — S>n717
f* : {Sn — Sn—h
An — Anfl ;

qu’on étendra par linéarité en

( n) — Z(Sn—1)7

Z(S>n) —  Z(S>n-1),
fe {Z S,
Z(A, —  Z(A,-1).

Remarquons que f, : Z(A1) — Z(Ap) est un isomorphisme.

On a clairement

Ago fu= fio Ay,
Ajo fy = fyo Ay,
Ao fo=feolAy.

Par suite, on a pour m >n >0et s € Ssp, :
fe(Hp(s)) C Hm1(f+s).
PROPOSITION 5.1 Pourm>n >0 et s € Ss,, on a
pm-1(fes) o fu = fe o pm(s) : Hin(s) = Hp(fs(s)).
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Démonstration. Soit a € Hy,(s) et b = pm(s)(a). On a donc
Aob = Ala,
d’ou 'on déduit que

Ar(foa) = fo(Ara) = f.(Aob) = Ag(f.b).

Comme d’autre part on a

Aq(fub) = fu(A1b) = 0,

on en déduit que

feb = pm-1(fss)(fsa).

On va montrer les résultats de finitude suivants :

PROPOSITION 5.2 i) Pour tout n > 0, ’ensemble des éléments s € Ss,, tels que Ssp1+1(s) # 0
est fini.

ii) Pour tout s € Sy, n >0, l'ensemble des Aqa, lorsque a décrit A,(s), est fini.

iii)  Pour tout n > 0, l'application fi : Any1 — A, est d’image finie.
Démonstration. Commencons par montrer la premiére assertion. Soit z € U,y 1. D’apres la
propriété iii), le point z appartient & ﬂ f~4(Up). 1 appartient done, soit & U,, soit & Cp N
1<i<n
f~1(Un—_1). Dans chacun des cas, on peut trouver un voisinage ouvert V de z tel que V N U, soit
connexe. On recouvre U, 1 par un nombre fini de tels voisinages et ceci implique la premiere
partie de la proposition.

Montrons maintenant la deuxiéme assertion dans le cas ot n > 0. La frontiere ds de s est
une courbe de Jordan. Soit z € C,, N ds. D’apres la propriété iii), on sait que z appartient a
f *(”H)(RQ —Up). On peut donc trouver un voisinage ouvert V de z tel que V N s soit connexe
et contenu dans f~("*1)(R2 —Uy). En recouvrant C,, N ds par un nombre fini de tels voisinages,
on obtient la deuxieme affirmation de la proposition.

Montrons maintenant cette affirmation dans le cas ot n = 0. Soit 2z € f(Ug) N C. D’aprés
la propriété iii), on sait que z appartient & f~!(R? — Ug), on peut donc trouver un voisinage
ouvert V de z tel que V N Uy soit connexe et contenu dans f~!(R? — Up). On conclut comme
précédemment.

Il reste & montrer la troisieme assertion. Soit z € Up41 N Cpp1, alors 2 € <<, f 1 (Up), et
f"t1(2) € Cy. On peut donc trouver un voisinage ouvert V de z tel que f(V) C U,_1, et tel que
f(V)N C, soit connexe. On recouvre U,+1 N Cy,y1 par un nombre fini de tels voisinages, et on
obtient la conclusion recherchée. O

On en déduit les deux résultats importants suivants :

COROLLAIRE 5.1:  Pour tout n > 0, l’ensemble des éléments s € S<,, tels que Hyy1(s) # 0 est

fini.
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COROLLAIRE 5.2:  Pour tout n > 0 et tout s € Ssp, Uapplication pp(s) : Hp(s) — Hp41(s) est
de rang fini.

On pourrait montrer de fagon similaire que pour n > 0, les applications f, : Sspty1 — Ssn
et fi: Sp+1 — Sy sont d’image finie. Cela résulte aussi des considérations suivantes.

On a
Ago fu = fio Ay,

Ajo fu= fioAy,
Ajo fo=fuoly;

donc, pour n > 0, lorsqu’une aréte a € A,, est dans I'image de f, : A,11 — Ay, son extrémité
Aga est dans l'image de fi : Spy1 — Sp et son extrémité Aja (resp. Aja) dans I'image de
fret Snt2 = Spt1 (resp. fi: Sspt1 — Ssn).

Inversement, soient n > 0, s’ € Ss,q1, s = fi(s') € Ssp ; il existe une aréte a’ € A, 41 telle
que A1(a') = &', et on a s = f.(A1(a)) = A1(fi(d)).
Soient n > 0, s’ € Sp41, s = f«(s') € S, ; distinguons deux cas :

- 81 Sspt1(p>n(s)) = 0, toute aréte d’extrémité s’ appartient a A, et son image par f, est
une aréte dans A,,_1 d’extrémité s ;

- sinon, s’ est extrémité d’une aréte dans A, dont 'image est une aréte dans A,, d’extrémité
s.

86. Indice algébrique.

Le diagramme suivant est commutatif, ou on pose H,, = H,(*) et p, = pp(*) :

s Hywo om0 B, — — H, I oHmH Iy oH,
Pn+1 Pn Pn—1 Tﬂl TPO

s Hum I om, L oH,, — — H, 5 H,
pn pn—1 Pr—2 Tpo

— H, T om,., L oH,, — . H

Pour tout n > 0, on définit :

hn(f):f*opn3Hn_>Hna

et on a, pour n >0 :
hn(f) :Pnflof*-

Pour £ > 0, on pose
hn(f*) = [ ()" - Ho = Hy
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on a
ha(f*) = FE© pntr—10...0 pn,

et pour tout n > k, on a
hn(fk) :pnflo”-opn—koff'

PROPOSITION 6.1. Le morphisme h,(f) est de rang fini.

Démonstration. 1l suffit d’utiliser la décomposition

H, = @ Hn(s)a

SESsn

et d’utiliser les résultats suivants montrés a la fin du paragraphe 5 :

- ona Hpyi(s) = 0 (et donc hn(f)m,(s) = Pnl(f) o pu(s) = 0) sauf pour un nombre fini de
5 € Ssn;

- pour tout s € S5, Papplication p,(s) est de rang fini. O

Dans la décomposition

Hp= @ Hnls),

SESsn

o m > n > 0, notons p,,(s) la projection de H,, sur Hy,(s), puis pour s,s € S5, et k > 0,
définissons :

[ (f)sts = Pm(8") © hun () 1,0 (s) = Hin() = Hin(s') -
PROPOSITION 6.2. Soient m>n>0,s€ Ss, etk >0. On a

T ([ (F)]ss) = Tr ([ (F5)]ss ) -

Démonstration. En effet, pour [ > n, on a

[ (f*))ss = pu(s) o [(f+ © 1) "] 1(s)
=pi(s) o fuo[(pro £ a5 © Pum(s)

et
(1 (FF)]ss = pisa(s) o [(pr o ) i as)

=pis(s) o pro feol(pro fo) i)
= puyy(s) © 2(s) © fi o [(pro £ i o)-

On définit alors pour n > 0, s € S5, et k > 0, 'indice algébrique :

I(f*,8) = =T ([hu (")) -
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PROPOSITION 6.3. Soient m>n>0,s€ Ss, etk >0. On a

I(ffs) = > I(/"4).

s'€S>m(s)

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 6.2 et de la décomposition
par blocs de I’endomorphisme [h,(f*)]ss associée a la décomposition

Hy,(s) = @ H,,(s).

s'€S>m(s)
O

On conclut ce paragraphe par le résultat suivant.
PROPOSITION 6.4. Soientn > 0, k > 0 et soient sy, S1,...,Sk—1,Sr = So des éléments de S~,,.

Pourl > n+ k, on désigne par P/(so,...,Sk—1) 'ensemble des s € S<; tels que

fils) € Ssi-i(si),
pour tout i € {0,...,k}. On a alors, pour tout m >n :

Z I(fkv s) = _Tr[hm(fk)]sksk—1--.507

SEP(50,.-,5K—1)

[hm(fk)]sksk—l---so = [ (F)sses © [ (F)si_1sp_2 © -+ 0 [hn(F)]s150-

87. Indice de Lefschetz et indice algébrique, formule de Lefschetz.

Pour n >k > 0 et s € Sup, on a Fix(f*)Nds = 0, ainsi Fix(f*¥) N s est une partie compacte
de R2. D’autre part, pour m >n > k et s € S-,, les ensembles

Fix(f*)N's

s'€Ssm (s

Fix(f*) N ( U S/>
)

sont égaux, on a donc :

i(fk,s):i(fk, U )sf): S (),

s'€S>m (s s'€S>m(s)

De méme, si sg, S1,...,Sk_1, Sk = So sont des éléments de Ss,,, n >0, k >0, on a

z'(fk, N f—i(si))zz’(fk, (U )s): 3 i(fk,s>.

0<i<k 805+-35k—1 SEP(505,8k—1)
Le résultat fondamental de ce paragraphe est le suivant :

15



PROPOSITION 7.1 Pourn >k > 0 et pour s € Ss,, on a

I(f*,s) = i(f*, s).

Démonstration. Soient n >k > 0, s € S~,, et a € A,(s). Alors s et Ay fFa € S, 1,1 sont des
sommets distincts de I'y(x), tandis que a est une aréte de I',(%). On note Fj(s) 'ensemble des
arétes a € A, (s) qui séparent s et Ay fFa dans T',,(%).

LEMME 7.1. L’ensemble Fy(s) est fini et contient un unique élément si s € S=,(fFs).

Démonstration. Puisque fFs € Ss,_; et puisque ffa € A,_r(fFs) si a € A,(s), on en déduit
que I'ensemble des A; fra est fini quand a décrit A, (s), ceci grace a la proposition 5.2. D’autre
part, si s est un sommet de I';,(x) distinct de s, il existe une et une seule aréte o’ de A, (s) qui
sépare s et s'. Donc Fj(s) est fini.

Si s & Sun(fFs), le sous-arbre T',(f¥s) ne contient pas s, mais contient tous les Ay fFa,
a € Ay(s). C’est donc la méme aréte ag € A, (s) qui sépare s de tous les A; f¥a dans ', (). On
conclut que ag est 'unique élément de Fi(s). 0.

LEMME. 7.2. Soientn >k >0 ets€ Ss,. On a

I(f*,s) = 1 = tFy(s).
Démonstration. Pour a € A,(s), notons g(a) 'unique aréte de A, (s) qui sépare s et Ay fFa
dans T',,(%). Etendons ¢ linéairement en

9+ Z(An(s)) = Z(An(s)).
C’est une application de rang fini et on a
Trg = §F(s).
D’autre part, si on pose
G = [ha(f")]ss =pn(s) 0 pp-10...0pp_j 0 flen(S)’

on a

g(a - CLI) =ga— galv
pour a,a’ € A,(s). Le diagramme a ligne exactes

0 — Hp(s) — Z(Aus) % Z — 0

b

0 — Hp(s) — Z(Aus) -5 Z — 0

est donc commutatif, ot on pose @ = o Ay; ce qui donne

Tr(g) — Tr(g) + Tr(Idz) = 0 ,

d’ou le lemme. O
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Fin de la démonstration de la proposition. Les arguments qui suivent se trouvent de fagon plus
détaillée dans [LY]. On a vu au paragraphe 2 que tout élément s € Ss,, était une composante
connexe de Uy N f~"(Up). On a donc les propriétés suivantes rappelées au paragraphe 1 :

- toute aréte a € Ay(s) s’écrit a = (T4, Ya)c,, avec Tq # Ya ;
- les arcs (24, Y4)c, @ € An(s), sont disjoints deux a deux ;

- pour chaque a € A,(s) la courbe de Jordan

(«rm ya)C' U (l‘aa ya)Cn U {xm ya}

borde un domaine de Jordan U, contenu dans Uj ;
- les domaines Uy, a € A,(s), sont les composantes connexes de Uy — 3 ;

- on peut construire une application continue ¢ : Cy U s — 0Js, égale a l'identité sur Js et
induisant un homéomorphisme préservant 'orientation entre Cy et ds, qui envoie chaque arc

(xaa ya)C’o sur a = (.%'a, ya)Cn

Etudions d’abord le cas out k < n. L’ensemble connexe f*(a) est contenu dans Uy — 3, plus
précisément dans une composante connexe de Uy — 3, plus précisément encore dans le domaine

Ug(a)- On définit alors

cp:fkoc :CpUds — R?,
que 'on prolonge arbitrairement de facon continue sur R?. Cette application n’a de point fixe
ni sur ds, ni sur Cy puisque pour tout z € Cp \ de le point (z) appartient a Uy. On a donc

(90, UO =1 SO7 + Z 90,
a€A

ou i(yp, Uy) = 0 sauf pour un nombre fini de valeurs de a.

Puisque ¢(Cp) est contenu dans Uy, on a i(p,Uy) = 1 ; puisque ¢(90U,) est contenu dans

Uga), on a i(p,U,) = 1si g(a) = a et i(p,U,) = 0 si g(a) 75 a ; puisque ¢ et f* coincident sur

g
ds, on a i(yp,s) = i(f*,s). On a donc démontré la proposition.

On peut traiter le cas k = n en utilisant la proposition 6.3 et la propriété du méme type
vérifiée pour l'indice de Lefschetz et énoncée au début de ce paragraphe, on peut également
faire le raisonnement direct suivant. On consideére une application d : f(5) — f™(s) suffisament
proche de l'identité pour avoir i(f",s) = i((d o f)",s) et pour avoir d(f*(a)) C Ug(a) pOUr
tout a € Ay, (s) (rappelons-nous que I'image de g est finie). On reprend alors la démonstration
précédente avec d o f au lieu de f. O

On a le résultat plus général suivant :

PROPOSITION 7.2. Pourmn >0, s € Ss, et k > 0, l’ensemble Fix(f*) Ns N Uy, est compact et
on a:

i(f*, s UL) = I(fF, s).
Démonstration. En effet, on a, si n <k,
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sNU, = U s
s'€55k(s)

et
i(ffsnUe) = Y. i(ff )= Y I(fh ) = I(fF, s).

s'€55x(s) s'€S>k(s)

En appliquant le résultat suivant a n = 0 et s = *, ainsi que la proposition 6.2, on obtient :

COROLLAIRE 7.1. Pourn >0, et k>0, on a

i(fk, f f_i(Uo)) = —Tr[ha()"].

0<i<k

On peut étre plus précis :

PROPOSITION 7.3. Soient m >n >0 et sg,...,S;_1,5k = So € Sspn. Alors l’ensemble

FiX(f’“)ﬂ( N f"(sz’))

0<i<k

est compact et on a

i (fkv m f_z(sz)) = _Tr[hm(fk)]sksk,l...sm

0<i<k

Démonstration. On a
M F7(s0) = U s
0<i<k SGPn+k(80,...,Sk,1)

et

i(f'“, f f_i(sz')) = > i(f*,s)

0<i<k SEP, 1 1(80,--sSk—1)

= Z I(fkvs)

SEP, 1 k(50,»5K—1)

= —Tr[hm(fk)]sksk—lmso-

COROLLAIRE 7.2. Soient m >n >0 et s € Ssy,. Alors pour tout k > 0, ’ensemble

FiX(f’“)ﬂ( N fi(8)>

0<i<k

est compact et on a
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il 5 ) ) | = =Tl ()L

0<i<k

88. Ordre cyclique, résultats de périodicité.

On va supposer dans ce paragraphe que f préserve 'orientation et on va s’intéresser aux
propriétés liées a l'ordre cyclique, pour plus de détails voir [LY].

Fixons n > 0. Pour s, s’ € S-,,, définissons
Ggs's - An(s) - AH(S,)

en notant gy (a) I'unique aréte de A, (s") qui sépare s’ et Aj fia dans I'y,(x). Remarquons que
toutes ces applications sont d’images finies et, sauf pour un nombre fini de s’ € S-,,, d’images
réduites a un élément. Cet ensemble fini représente I’ensemble des éléments de S, qui sont dans
lenveloppe connexe de Aj(f.(Ay(s)) dans T'y, (%), c’est-a-dire dans le plus petit arbre inclus dans
[, (%) contenant Aj(fy(An(s)). Etendons gy linéairement en

9s's + Z(An(s)) = Z(An(s)),
c’est une application de rang fini. Si on pose

55'3 = [hn(f)]s’37

on a
~ / /
gs’s(a —a ) = gs/s0 — gg'sQ

pour a,a’ € A,(s). Le diagramme & ligne exactes
0 — Hy(s) <= Z(A.(9)) N — 0

Z
ﬁs,s lgs/s lldz
Z

0 — Hu(s) — Z(Au(s)) - — 0

est donc commutatif.

Si sg,81,...,86-1, Sk = So sont des éléments de S, et si on pose
9sksk_1..80 — Yspsp_1 © YGsk_18k_2 C -+ O Gsysg

et
Yspsp—1...50 = Yspsp_1 © Ysp_155-2 C -+ © Gs1s0

= [hn(fk)]sksk,l...so,

le diagramme & lignes exactes

0 — Hy(s) — Z(Aus) % Z — 0

J{Esk.“so J{gskmso lIdZ

0 — Hp(s) — Z(Aus) -2 Z — 0

est également commutatif, ce qui donne

19



Tr(gsk...so) - Tr(gsk...so) +1= 07

et on a de plus
Tr(gsk,..so) = ﬁFlX (gsk...so) .

Chaque ensemble A, (s), formé d’intervalles disjoints de C,, est muni d’un ordre cyclique
naturel. Le fait que f préserve 'orientation nous dit que chaque application gs ¢ : Ap(s) = An(s’)
préserve l'ordre cyclique. Il en est de méme de I'application g = gs,....so, Si S0, - - -, Sk—1, Sk € S>n.
On en déduit que la restriction de g a A = ﬂ g'(An(s)), qui est fini, induit une bijection

1>0
préservant 'ordre cyclique de A sur A. Il existe alors des entiers ¢, > 1, un élément p € Z/qZ
premier a g, tel que g4 soit conjugué (par un isomorphisme d’ensembles cycliquement ordonnés)
a l'application
g:Z/rqZ — Z/rqZ , i+ i+rp.

En particulier, on a

4Fix(gl) = {0 sil & qZ,

rq sil € qZ.

On en déduit :

THEOREME 8.1.  Pour tout n > 1 et pour toute suite périodique (s;)i>o de période k de Ss,, il
existe q,r > 1 tels que, pour tout l > 1, on a

‘ i 1 sil & qZ
kl ) ’
i e ] = .
0<i<ki 1—rq siléeqZ.
Comme cas particulier, ou k£ = 1, on obtient le théoréeme 1.1.

§9. Illustration sur des exemples.

On va donner plusieurs exemples de situations ot Uy vérifie les conditions i), ii) et iii). Dans
chaque cas on commencera par tracer les courbes C_1, Cjy et C7, on construira alors le graphe
Iy () et on étudiera les morphismes ho(f) et hi(f) ainsi que les autres objets rencontrés dans
notre étude.
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Exemple 1.

4/

Dans 'exemple ci-dessus, Ss1 a un unique élément s tandis que S7 et A7 ont chacun quatre
éléments. On note ay, as, as, as les éléments de A; et a}, ah, ay, a) leurs images par f (ou par f,)
qui forment l'ensemble Ag. Le graphe I'; (%) est dessiné ci-dessous.

/ /
a; —ag +— 0,
. / /
POy @1 — a3+ a3 — aq,
ay —aly — az —ay.

On en déduit que ho(f) : Hy — Hy vérifie

aly —ab — 0,
. !/ / / / /
h(](f) al—a3'—>a3—a1+a1
all_agi_)ag_alla

et que la matrice de ho(f) dans la base (a} — ah,a} — af,a] —

21
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aly) s'écrit :



0 0 0
Moz(o -1 —1).
0 1 0
0 0 0 0 0 0
Mg:(o 0 1) et M3:(010),
0 -1 -1 00 1

(0 o) () - {342

et on en déduit

0<i<k

Remarquons que la matrice My de hy(f) dans la base (a1 — a2, a1 — a3, a1 — aq) de Hy(%)
est égale a My. On retrouverait donc la formule d’indice a l'aide de cette matrice. Remarquons
également que l'application gss : A1(s) — A1(s) définie par la proposition 6.2 vérifie :

a] — as,
as — as,
as — a4,
a4 — az;

Jss -

que l'ensemble n g% (A1(s)) est égal & {a1,as3,a4} et que la restriction de ges & cet ensemble
k>0
est une permutation d’ordre 3. Ceci permet de réinterpréter la formule d’indice.

Exemple 2.

AN
\ /01
'\.

Dans I'exemple ci-dessus (représenté par exemple par le fer a cheval de Smale), S5 1 a deux
éléments s; et s9, S1 a trois éléments et A; quatre éléments. On note aj,as € A;(s1) et as,aq €
Aq(s2) les éléments de A; et a},ah,ay, a) leurs images par f. Le graphe I';(x) est le suivant :
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& m
52 —@ S1
a4 U as a3z ai
/

L’application pg : Ho(x) — Hy(x) vérifie :

a; —as+— a1 — az +az — aq,

ay —ah— a; —az + a3z — ay,
Po
/ /
a; —ay +— 0.

On en déduit que la matrice de ho(f) dans la base (a} — ab, a] — a, a} — aly) s’écrit :

1 1 0
My=|-1 -1 0],
1 1 0

et que la matrice de hy(f) dans la base (a1 — a2, a3 — aq) de Hy(x) s'écrit
1 -1
m=(1 )

ME=0et M =0

On a

et on retrouve bien 1’égalité
Tr (MF) = T (MF) = 0.
On a donc, pour tout k£ > 0 :
il f* ) ()| =o0.
0<i<k

Les matrices (1) et (—1), formées des coefficients diagonaux de M; représentent les matrices
de [h1(f)]sys; et de [hi(f)]sys, - On en déduit en particulier que pour tout k£ > 0, on a

i(f’“, N f@'<sl>) = Tr(1)F = -1

0<i<k

(f N f-i<s2>) = Tr(- 1) = (~1)F

0<i<k

Dans la cas du fer & cheval, 'ensemble invariant maximal contenu dans s; (resp. s3) se réduit
au point fixe du fer a cheval qui est une selle sans réflexion (resp. avec réflexion) et la quantité
précédente est I'indice de Lefschetz de f* en ce point fixe.

Pour toute application o : {0,...,k} — {1,2} vérifiant o(k) = o(0), le morphisme

[hl (fk)]sg(k) +85(0)

est une homothétie de rapport (—1)™, oi m est le nombre d’antécédents de 2 par 0. Ce nombre est

égal & —i | fF, ﬂ f_k(sgi) . Comme il est non nul, on en déduit que I’ensemble ﬂ f_k(sgi)
0<i<k 0<i<k
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contient au moins une orbite périodique de période k. Dans le cas du fer & cheval, I’ensemble
maximal invariant par f¥ contenu dans cet ensemble se réduit & une orbite périodique.

Exemple 3.

~\-© /"
N\
.2

Dans I'exemple ci-dessus, représenté par un autre type de fer a cheval, les espaces sont de
méme dimension mais les applications changent. Le graphe I'; (%) est dessiné ci-dessous.

as ay
aq v as a9 aq
/ !

ay as

L’application pg : Ho(%) — Hj(x) vérifie :

/ /
a; —az— 0,

ay —ah— a; —as + asz — ag,
Po
ay —ay—ar—ay+as—ay ;

la matrice de ho(f) dans la base (aj — ab,a} — af,a} — aly) s’écrit :

1 0 1
Mo=|{-1 0 —1] ;
1 0 1

la matrice de hq(f) dans la base (a1 — a2, a3 — aq) de Hj(x) s’écrit

11
m=(1 ).

2k 0 2k
M= -2F 0 —2F

ok o0 2k

et . ok ok

On a donc, pour tout k& > 0 :

Z(fk, m f—Z(U0)> — _9k+1

0<i<k
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Les coefficients diagonaux de M; sont égaux a 1 et on en déduit que

i fkv m f_i(s()) =1 fkv ﬂ f_i(SO) :_11

0<i<k 0<i<k

pour tout k € Z. Dans la cas du fer a cheval, les deux points fixes sont des points selles sans
reflexion. De méme que toute orbite périodique. On peut illustrer ce fait en remarquant que pour
toute application o : {0,... k} — {1,2} vérifiant o(k) = ¢(0), 'application [hl(fk)]sg(mma(o) est
une homothétie de rapport 1.

Grace a cet exemple, nous constatons que le théoreme 8.1 de périodicité n’est pas valable
pour n = 0.

Exemple 4.

Dans 'exemple ci-dessus, Ss.1 a deux éléments s; et so, S7 a quatre éléments et A; cing
éléments. On note aj,az € A1(s1) et as,aq,a5 € A1(s2) les éléments de A; et af, b, af, aly, af
leurs images par f. Le graphe I'1 (x) est dessiné ci-dessous.

!
as

&

a4 a5

ay

L’application pg : Ho(x) — Hq(x) vérifie :

al —ah — a; —az + a3 — as,
al —as — a; —ag + az — ag,
ay —aly — a1 —ag + az — as,
al —af— 0 ;

Po :

la matrice de ho(f) dans la base (a} — ab, a, — ak,a’ — a/y, a’} — al) s’écrit :
1 25 %1 3“1 4y Y1 5
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1 1 1 0
-1 -1 -1 0
Mo=1749 1 o 0)
1 0 1 0
la matrice de hy(f) dans la base (a1 — ag,a3 — a4, a3 — az) de Hj(x) s’écrit

1 -1
My=10 —1 —-11.
1 1 0

La matrice (1) formée du premier coefficient diagonal de M représente la matrice de [h(f)]s,s,
et la matrice carrée

1 -1

1 0

la matrice de [h(f)]s,s, dans la base (a3 — a4, a3 — as) de Hi(s2). On a
-1 —1\*_/0 1
1 0 S\-1 1)’
-1 —1\* (1 0
1 0 - \0 1)’

Remarquons que 'application gs,s, : A1(s2) = Ai(s2), qui s’écrit
az — aq,
Gsoso : {(14 — as,

as — as,

et

est une permutation d’ordre 3. Ceci permet d’interpréter le fait que

k .
Tr(_l —1) :{—1 s¥k€3z,
1 0 2 si k€ 3Z.

La trace commune —1 des matrices

(1)< =0 )

et

est la valeur commune de
=i (250 M s2)) = =i (s n [ (s1))

En particulier il existe une orbite périodique de période 2 ayant un point dans s; et un point
dans ss.

On voit dans nos exemples que la matrice de hy(f) est généralement d’ordre inférieur & celui
de ho(f) et nous donne plus d’informations.
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§10. Minoration de I’entropie.

L’ensemble K = ﬂ f7¥(TUy) est une partie compacte positivement invariante et on a
k>0

FIET) c () (o),

k>0

d’apres la propriété iii) vérifiée par Up. Soit z € KT ; pour tout 4 > 0, il existe un unique
8; € S=p, tel que fi(z) €3; et on a fi(2) € s; si i > 0. On définit ainsi une application

r: KT — (Ssn)N .

Cette application est en fait a valeurs dans (S’>n)N, olt SL,, est Pensemble fini formé des s € Ss,,
tels que S<,11(s) # 0. C’est une application continue dont I'image est une partie compacte Ss,,
de (S>n)N, positivement invariante par le décalage

o (S5n)N = (95n)N, (si)iz0 = (sis1)iz0 5

qui définit une semi-conjugaison entre f|x et o|s. Elle définit méme une semi-conjugaison entre
lapplication f, : mo(K ) — mo(K ™) induite par f sur les composantes connexes de KT et o|s-

Pour n > 1, on note
Po={p=(ad)c Al | a#d et Ai(a)=1D(a)}],

et on définit

Zl (p) = El (a) = Zl (a’).

Pour p; = (a1,a}) € P,, on considere I’enveloppe connexe I' de A (f.({a1,a}})) dans 'y, ().
Le sommet s € S~,, appartient a I si et seulement si gs,s, (a1) # gs,s, (@}) : on dira que la paire
b2 = (a27 a/2) est liée a b1, ol a2 = Gsos1 (al) et CLl2 = YGsas1 (all) On a alors

Au(s2) NT = {a}, ab}.

Puisque l'ensemble A (f«(Ay)) est fini, il n’y a qu'un nombre fini de paires py qui sont liées
& une paire p1, on note P, 'ensemble de ces paires.

L’ensemble
P, = {(pi)izo € (PN | piy1 est liée a pi},

est stable par le décalage
o (PN = (PN, (pi)izo = (pit1)iz0 ;
c’est presqu’un sous-décalage de type fini puisque on a o(P,) C (P.)N.
ProprosiTION 10.1  L’image de P, par Uapplication
Ar s (PN = (S20)N 5 (pi)izo = (Ba(pi))izo

est contenue dans Ssr,.
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Démonstration. Donnons nous une suite p = (p;)i>0 € Py, et posons p; = (a;,a}) et s; = Aq(p;).
Nous allons construire deux suites (@;);>0 et (@})i>0, ou @;,a; € Apt, telles que

- les arétes a;11 et aj,, sont dans 'enveloppe connexe de { a@;,a;} dans I'y 111 ;

- ona fi(a) = ai et fi(@) —a ;

- les arétes fi(a;) et ff(&'g) appartiennent & Ay, 1;—;(s;) pour j € {0,...,3}.

Chaque ensemble ﬂ f79(3;) contenant @; et @, on saura que I'ensemble ﬂ f79(3;) est non

0<5<i o j=0
vide et d’image par r égale & A (p).

On va construire une telle suite par récurrence sur i. On pose a9 = ag et a; = ap. On
suppose la suite construite jusqu’au rang i. Pour j € {0,...,i 4+ 1}, on note I'V l'enveloppe

connexe de {Al(fﬁ(iii)), Al(fﬁ(ﬁi))} dans I'y 11— (). Elle est contenue dans I'y141—;(s;) si
j <. L’'image par f. de I'V contient T7+1. 1l existe donc un antécédent @;,1 (resp. @ 1) de aiyy
(resp. aj,,) par fo*! dont I'image par f7 est dans IV pour tout j € {0,...,i+ 1}. O

COROLLAIRE 10.1 :  L’entropie topologique de f est minorée par l’entropie topologique de o|p.

Démonstration Etant donnés s = (5i)i>0 € (Ssn)N et p € P,, il existe au plus un antécédent
p = (pi)i>o de s par A; tel que pg = p. Posant 8'~,, = A1(c(Py,)), on sait que la restriction de
o a o(Py) est conjuguée par

t:p = (A1(p),po)

a une application ¥ : X — X de la forme

%(s,p) = (a(s), w(s,p)),

ol X est une partie de S,,, x P). Comme P), est fini, on a

h(op,) = hojo(p,)) = hlos, ) < h(oys.,) < h(fix+) < h(f).
0

Ainsi pour minorer I'entropie, il suffit d’étudier la matrice de transition définie sur ’ensemble
fini P..

Remarques : i) Si p = (pi)i>0o € Pn est une suite périodique de période ¢ > 0, et si py =
(ao,ap), alors ag et aj sont fixes par gs,..s,- Comme cette application a au moins deux points
fixes, la trace de [h,(f)]s,..s, est strictement négative et il existe un point de période ¢ dans
Pensemble ﬂ f(sy).

0<i<q

ii) Tous les raisonnements de ce paragraphe (a l'exception de la remarque i) a modifier
légerement) seront encore vrais si P, représente I’ensemble des paires non orientées (une paire
est cette fois-ci une partie de A,, formée de deux éléments ayant méme image par A; et on peut
définir naturellement la notion de paire liée). La matrice de transition est définie sur un espace
de dimension moitié et 'entropie du décalage est la méme que sur les paires orientées.

iii) La matrice de transition définie sur 'ensemble des paires orientées P, permet de définir
un endomorphisme naturel v : Z(P,) — Z(FP,). L’endomorphisme u laisse invariant le sous-
module F engendré par les vecteurs (a,a’) + (d’,a), (a,d’) € P, : la restriction de v & F
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qui a méme rayon spectral que u, n’est rien d’autre que I’endomorphisme naturellement défini
par la matrice de transition sur les paires non orientées. L’endomorphisme u laisse également
invariant le sous-module E’ engendré par les vecteurs (a,a’) + (d’,a), (a,a’) € P,, et par les
vecteurs (a,a’) + (d’,ad”) + (d”,a), (a,d’) € P,, (d,d") € P,, (a",a) € P,, puisque I',(*) est un
arbre, et 'endomorphisme défini sur 1'espace quotient Z(P,)/E’ n’est rien d’autre que hy(f).
En effet, 'endomorphisme v : Z(P,) — H, qui envoie p = (a,d’) € P, sur a — a’ est surjectif
et son noyau est engendré par les vecteurs (a,a’) 4+ (d/,a), (a,a’) € P,, et par les vecteurs
(a,d') + (d',d") + (d”,a), (a,d) € P, (d',d") € Py, (d",a) € P, ; de plus

ha(N)0@) = > o).
p' liéeap
Examinons nos exemples du paragraphe 9 (en considérant les paires non orientées).

Exemple 1 : L’ensemble P| est formé de p; = {a1,a3}, p2 = {a1,a4}, p3 = {as,a4} ; la
matrice de transition est

010
M=[0 0 1],
10 0

qui vérifie M3 = I3.

Exemples 2 et 3 : L’ensemble P est égal & P; et formé de p; = {a1,a2} et p2 = {as, a4} ; la
matrice de transition est L1
v=(1 1)

Exemple 4 : L’ensemble P| est égal a Py et formé de p1 = {a1, a2}, p2 = {as, a4}, p3 = {as, a5}
et ps = {aq,as} ; la matrice de transition est

I’entropie est minorée par log 2.

|
O = O =
- o O O

O O ==
O = O =

et entropie est minorée par le logarithme de la plus grande racine de A3 — A2 — X — 1 = 0 qui
est comprise strictement entre 1 et 2.

811. Une suite de graphes modeles.

Nous allons construire, a partir de la donnée du graphe Iy, (), ng > 0, une suite de graphes
(T'n(%))n>0, avec I'y(x) = 'y (%) si n < ng, construite a l'aide d’ensembles A, S, et Ss,, de la
méme facon que la suite (I';,(%))n>0, et représentant en quelque sorte le modele le plus simple

possible pour cette suite.

Pour 0 < n < ng, on pose
Sn="5n, Son =55, et A, = A,.

29



Pour n = ng 4+ 1, on définit

S>no+ { 51,52) S>n0) | s2 € F(Sl)}a
n0+1 = {(51,52) € Ssng X Sy | s2€T'(s1)},
Angr1 = {(51,a) € Sspy X Apy | a € (s1)},
ou I'(s), s € Ssp,, est 'enveloppe connexe de fi(An,(s)) dans 'y, ().

Pour n > ng + 2, on définit S, Sy, An, parties respectives de (Sspg)™ ™0 (S50)" "0 X Sy,
(Ssng+1)" "™ x Ay, par la relation de récurrence suivante :

=N (517 cety STL*”O’ S’nf’n0+1) S S>n (resp' (517 cety 571777,07 Snf’no+1) S Sna resp' (515 oo 7571*77407 CL) S
A,,) si et seulement si S;_po+1 (r€Sp. Sp—ng+1, resp. a) appartient a 1’enveloppe connexe dans
I'n, (%) de ensemble

{f*a/ | @' € Apy(Sn—ny) €t (S1,-..,8n—ng—1,0") € ﬁn_l} .

Remarquons que

Son ={(51, - 5n-not1) € (S5mg)" ™| g (F") s ng18m g1 # 0

que c’est aussi 'ensemble des (s1, . .., Sp—ny+1) tels que Papplication Gsn—ng11...s1 définie plus haut

n’est pas constante, ou encore ’ensemble des n-uplets de la forme (Zl (p1),--., 41 (pn_n0+1)),
ol chaque paire p; de Py, est liée a p;_1 si i > 2.

De méme, pour n > ng+ 1, on a

A = (51,15 np,@) € (S5ng)" ™™ X Ay | (51, 50> B1(a)) € Son
o (Ang(s1))}-

et a € g&(a)

Sn—ng -

Les applications Ay : gn — §n et Ay : A\n — §>n sont déja définies pour 0 < n < ng ; on
pose pour n > ng+ 1 :

AO(Sly st Snfnma) = (817 « ey Sn—ng> Aoa)a

et

Ay (S1,...,8p—ngy, Q) = (sl, .. .,sn_no,zla) )
L’application Ay : A, — §n+1 est déja définie pour 0 < n < ng ; on pose pour n = ny :

Aia = (Kla,Al(f*aD ;

et pourn>ng+1:

A1(S1y. -y Sn—ng, @) = (31, ey Sneng, A1a, Al(f*a)) .

Les applications
P>n Sm — S>n y Am — S>n s S>m — S>n,
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sont définies de facon usuelle pour ng > m > n > 0. Pour m > n > ng, on pose

P>n (517 ) Sm—no—i-l) = (317 RRE) Sn—no—i-l)
et
DP>n (517 co s Sm—ng> a) = (317 ey Sn—no—l-l) 5

pour m > ng > n > 0, on pose

DP>n (517 ey Sm—n0+1) = p>n(31)

et

P>n (817 -y Sm—ng> a) = p>n(31>-
On peut alors définir, comme dans le paragraphe 1, pour m > n > 0 et s € S5, les ensembles
Sn(s), Ap(s) et Ssp(s) ainsi que Ay (s).

La construction faite au paragraphe 4 nous permet de construire pour m > n > 0et s € S5,
un graphe I';,,(s). Sin > 1 ce graphe est fini. Il n’est pas difficile de montrer par récurrence sur
m — n que chacun de ces graphes est un arbre.

On peut construire comme au paragraphe 3 un Z-module ﬁm(s) et un morphisme p,(s) :
Hp(s) = Hpt1(s) pour m >n > 0et s € Ss,,.

Les applications
§>n — */S’\>n717
f* : Sn — ‘S\n—la

~

An — An—l’

sont déja définies pour 0 < n < ng ; on pose pour n > ng+ 1 :

f*(S]_, L) 75n7n0+1) — (527 L) 75n7n0+1) et f*(sla L 751177105&) — (527’ . '5571*11070/) .

Ces applications commutent avec Ag, A; et Aj et tous les résultats du paragraphe 4, qui sont
purement algébriques sont encore valables.

La famille d’applications f, : S>n+1 — S>n nous permet de définir une application f, :
S — S<_, ou S<_ est la limite projective définie par les ps,, : 5’>m — S>n : c’est le décalage
O (A1 (Pn) défini au paragraphe précédent.

La famille d’applications f. : Sspt1 — Ssp, nous permet de définir une application f, :
S, — S, ouS._ est la limite projective définie par les ps, : Ssm — Ssn : c’est Papplication
fe:mo(KT) — mo(K™) induite par f sur les composantes connexes de K.

Etant donné f et ng > 1, on peut considérer ’ensemble des homéomorphismes ]? tels que

f‘ U0<m<n B f| U0<m<n0 m’

Pour un tel f , ON a encore
To 0 f(To) N ~1(To) C U,

donc on peut définir les arbres I', pour f (notés I',(f)) : ce sont les mémes que ceux de f pour
n < ng.
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Question : Existe-t-il un tel f avec Tp(f) = Ty (graphe modele a partir du rang ng) ? De
plus peut-on construire f en supposant également que K(f) = Npez f ~k(Ty) est totalement
discontinu. L’entropie de f‘ &5 devrait alors étre égale a l'entropie du décalage défini par sur

les paires liées.
Construction de f‘g(*) pour l'exemple 1 :
ay

a3

& N M . N a“
° ———o—o T —o_
ag 1 N/ 2 3\ 4 a3  ao 4 \_/ 3 2 "/ 1 a
a/ a/
2 1

Construction de I'y(*) pour Pexemple 3 :

L2 N N M M “
> Urnara\W, l'a;'a244v342\/1 ay </
as

aq 4
a/
4
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Construction de I'y(x) pour Pexemple 4 :

§12. Cas d’un ouvert U; qui est union d’un nombre fini de domaines de Jordan
d’adhérences disjointes

On définit S,, A,, Ss, comme dans le texte, mais S~ a maintenant plusieurs éléments.

Pour n > 0, s € Ssp, on définit A,,(s), Ssm(s) (m > n), T'n(s), Sm(s) (m > n), puis Hy,(s),
pm(s) (m > n) comme dans le texte. Les propositions 3.1, 4.1 et le lemme 4.1 sont inchangés.
Le paragraphe 5 est également inchangé.

Au début du paragraphe 6, on pose

H,= P Hu(s)

S€S>0

et

Pn = @ pn(s)‘

S€S>0

Pour n > 0, on a

H,= P Hu(s)

sESs1
avec

fe: Hu(s) = Hp1(f+(s))

pour s € Ss1, et on définit ainsi
f* cHp — Hy .

Le reste du paragraphe 6 est inchangé.

Dans la démonstration de la proposition 7.1, on distingue deux cas :

- si pso(s) # p=o(fFs), alors Fiz(f*) Ns est vide et [k, (f*)]ss = 0, donc I(f*,s) = i(f*,s) =
dans ce cas ;

- si pso(s) = pso(fFs), on procede comme dans le texte : on définit Fy(s), g, etc.

La proposition 7.2 reste valable, ainsi que la proposition 7.3 et le corollaire 7.1. Mais il faut
changer la ligne qui précede le corollaire 7.1. Le corollaire 7.2 reste valable.

Dans le paragraphe 8 :
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- on ne définit gy s que lorsque p=o(f«s) = p>o(s’) ; lorsque ce n’est pas le cas, on a [h,(f)]ss = 0;

- de méme, les suites sg,...,s, = sg a considérer ne sont dignes d’intérét que si pso(fesi) =
P>0(8it1)-

Le paragraphe 10 est inchangé.
§13. Compléments : graphes “essentiels”

LEMME 13.1 : Soientn >0, a € A,,. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) a rencontre K= = ;50 f'(Uo) ;
i) il existe une suite (am)m>n aveC an = a, am € Ap, €t fi(@my1) = am pour tout m >n ;

iii) pour tout m > n, il existe ay, € Ay, tel que (f)™ ™ (am) = a.

Démonstration : Commencons par montrer i)=> ii). Soit * € aNK~. On a f~%(z) € Uy pour tout
i > 0; soit any; I'élément de A, 4; qui contient f~%(z), la suite (a,1;);>0 vérifie les conclusions
de ii).

L’implication ii)=- iii) étant triviale, il reste a prouver iii)=- i). Si iii) est vérifiée, a rencontre
No<i<m f1(Up) pour tout m > 0, donc @ rencontre K —. Mais les extrémités de @ appartiennent
ACyNU, sin> 0,4 C_1NUy si n =0, donc ne peuvent appartenir & K. O

On notera A° 'ensemble des arétes a € A, qui vérifient les propriétés équivalentes du
lemme. C’est une partie finie, non vide, de A,,. L’application f, envoie A5S  sur A3 (c’est une
bijection de A sur AF°).

Pour n > 0, on notera S;° (resp. S%,) 'ensemble des éléments s € S, (resp. Ssp) tels
qu’il existe une suite (Spy)m>n Vvérifiant s, = s et pour tout m > n, s, € Sp, (resp. Ssm),
fe(Sm+1) = Sm. Il revient au méme de demander que pour tout m > n, il existe S, € Sy, (resp.
Ssm) tel que f"7"(Sy,) = s : cela résulte de ce que fi : Spp1 — Sy (resp. Ssmy1 — Ssim) est
d’image finie.

Sia € A, alors Aga € S°, Aja € 529, et Aja € SZ,. Inversement, si s € S, (n > 0),
il existe a € A% tel que Aja = s (c’est encore une conséquence des assertions de finitude). Si
s€85° (n>0), s est extrémité d’une aréte dans AZ° ou A ;.

Les parties S;°, S, sont finies, non vides ; les applications fi envoient S35 (resp. S5, 1)
sur Sp° (resp. S5,) pour tout n > 0. Comme on suppose que toute composante connexe de Uy
rencontre K, on a Sy = S-o.

Notons I'? (pour m > 0) le graphe (contenu dans | |cg_, I'n(s)) dont les sommets sont
les éléments de | |yj<,, S7° 1SS, et les arétes sont les éléments de | |y <, A7°. Définissons
aussi, pour n > 0, s € S, le graphe I'2%(s), pour m > n, de la fagon évidente (i.e. T59(s) =
I(s) NTR).

PROPOSITION 13.1 :  Pour tout m > 0, toute composante conneze de I';Y contient un sommet
dans S{°.

Démonstration : Soit s un sommet de I''Y; on peut supposer que s n’appartient pas a S7°. Pour
tout ¢ > 0, choisissons un sommet s; de 'y = |_|;€S>0 [yi(S) tel que fi(s;) = s. Notons
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Si = p>o(si). Comme Ty, ;(5;) est un arbre, et contient comme sommets des éléments de Sy, on
peut trouver dans I'y,4;(5;) un chemin ~; tel que

- les arétes formant +; appartiennent a | |; ;<,,; A,
- les extrémités de 7; sont s; et un sommet s; € S;y1.

En considérant l'image par f! de ;, on obtient un chemin dont les arétes appartiennent &
Uici<mi fo(A1) C Uoci<m Ar et les extrémités sont s et fi(s}) € fi(Sit1) C S1. Comme f.(S2)
est une partie finie de Sp, on peut lorsque ¢ tend vers 400 extraire des sous-suites et conclure. O

Définissons sur S° la relation d’équivalence suivante : s ~ s si et seulement si pour tout
m > 0, s et s’ appartiennent & la méme composante connexe de I'2?. Notons 7o (I'*°) 'ensemble
des classes d’équivalence. Comme S$° est fini, il existe M > 0 tel que s ~ s’ si et seulement si s
et s’ appartiennent a la méme composante connexe de I'7.

Pour m > n > 0, l'application ps, induit une application m(I'%Y) — m(I'°) et cette
application est une surjection d’apres la proposition. Pour m > M, on peut identifier m(I'%7) &
™0 (Foo)

PROPOSITION 13.2 : Soit (Sp)n>0, Sn € Ssn, une suite décroissante. Alors (> Sn est une
composante conneze de Kt et on réalise ainsi une bijection entre Uensemble de telles suites
décroissantes et mo(K1). L’ensemble des suites décroissantes (sp)n>0 telles que s, € S, pour
tout n s’identifie alors a l’ensemble des composantes connexes de K qui rencontrent K.

Démonstration : Soit (Sp)n>0, Sn € Ssn, une suite décroissante. Alors ()~ Sn est une partie
compacte connexe de Kt. De plus, pour tout n > 0, K+ N, est une partie ouverte (et bien sur
fermée) de KT :si x € KT N dsy, alors x € ds, — C,, C Cy, et il existe un voisinage V de z tel
que KtNV cUyNV C3,. Donc (,>(5n est une composante connexe de K.

Considérons une composante connexe L de KT. On a L € K C U= [ “(Up). Soient
x € L, n > 0 ; il existe un voisinage ouvert V de z, contenu dans (<, f~4(Uy), tel que
V N Uy est connexe ; soit alors s, € S, la composante connexe de U, qui contient V N Uy ; on
aVNLC3, Comme L est connexe, et K+ N3, est ouverte et fermée dans KT, on a L C 5,.
On construit ainsi une suite décroissante (sp)n>0, Sn € Ssn, telle que L C 55, et on doit avoir
L =, 5n, puisque (),,>0 5 est une composante connexe de K.

Pour montrer la premiére assertion de la proposition, il reste & remarquer que si s, et s,
sont deux éléments distincts de S, un point de 5, N s/, appartient nécessairement a Cy N Cy,,
donc ne peut (pour n > 1) appartenir & K.

Montrons maintenant la seconde assertion. Soit x € K; il est clair que la composante connexe
sp de Uy qui contient x appartient a S<5,. Inversement, soit s, € S5, ; alors 5, rencontre K ;
comme K+ N K~ = K, cela termine la démonstration de la proposition. |
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